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O estudo da Trigonometria começa no ensino básico, mais concretamente no 9º ano 
de escolaridade, com a definição, propriedades elementares e algumas aplicações das 
principais razões trigonométricas (GM9-11): 
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10. Provar que a tangente de um ângulo agudo é igual à razão entre os respetivos seno 
e cosseno. 

11. Provar que seno de um ângulo agudo é igual ao cosseno de um ângulo 
complementar. 

13. Utilizar uma tabela ou uma calculadora para determinar o valor (exato ou 
aproximado) da amplitude de um ângulo agudo a partir de uma das suas razões 
trigonométricas. 

Estes conceitos e respetivas propriedades eram depois utilizados para a resolução de 
diversos tipos de problemas (GM9-12): 
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2. Resolver problemas envolvendo a determinação de distâncias utilizando ângulos 
agudos dados e as respetivas razões trigonométricas dadas por uma máquina de 
calcular ou por uma tabela.  

3. Resolver problemas envolvendo a determinação de distâncias a pontos inacessíveis 
utilizando ângulos agudos e as respetivas razões trigonométricas. 

No novo programa do Secundário reforça-se o estudo da Trigonometria relativamente ao 
que se preconizava no programa em vigor, seguindo-se, em particular também neste 
tema, o que consta das opções curriculares presentes no TIMSS-Advanced. 
Nomeadamente recupera-se a utilização da Trigonometria na resolução de triângulos, 
com o óbvio interesse para as aplicações. 

Também no novo programa, com o objetivo de promover o conhecimento da forma 
como a Matemática vai sendo construída, procurou-se justificar, em certas situações, a 
escolha de algumas definições consagradas desta disciplina. 

É exactamente o caso da extensão das definições das razões trigonométricas estudadas 
no Ensino Básico a ângulos retos e obtusos, intimamente ligada, neste programa, à 
extensão da Lei dos senos e do Teorema de Carnot, que permitem resolver triângulos de 
forma simples e sistemática, actividade essa que constitui o propósito primitivo da 
Trigonometria. Este estudo inicia-se no 11º ano (TRI11-1): 
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No caderno de apoio do 11º ano podem encontrar-se sugestões e exemplos que 
permitem cumprir o que é requerido nos descritores anteriores. Tal como acontecia no 
domínio Geometria Analítica, trata-se de uma ocasião privilegiada para aplicar os 
conhecimentos de Geometria Euclidiana sintética adquiridos no Básico.  

Relativamente à Lei do senos, temos: 
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Então, quanto à extensão do seno: 
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E, agora para ângulos obtusos: 
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Quanto à lei dos cossenos (Teorema de Carnot): 
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Agora, quanto à extensão do cosseno: 

Ou, para um nível de desempenho mais elevado: 
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Estas extensões das razões trigonométricas mais básicas bem como das leis dos senos e 
cossenos podem agora ser utilizadas para a chamada “resolução de triângulos” (TRI11-
1): 
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Ao dominarem este instrumento os alunos ficarão aptos a resolver inúmeros novos 
problemas, em situações eventualmente mais complexas do que as abordadas já no 
final do Ensino Básico como aplicações mais elementares da Trigonometria. Para o 
efeito será importante que adquiram alguma desenvoltura no uso das técnicas de 
Trigonometria atrás referidas.  Assim é conveniente que, para além da exploração 
situações concretas, seja também devidamente praticada a resolução de triângulos, 
com diversos exemplos, como se sugere no texto do caderno de apoio relativo a este 
descritor (TRI11-1 .8): 
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É claro que a aquisição de uma certa desenvoltura no uso da Trigonometria deve ser 
acompanhada da análise e resolução de problemas de natureza variada, como se 
preconiza no programa (TRI11-9): 

1. +Resolver problemas envolvendo a resolução de triângulos. 

2. +Resolver problemas envolvendo a determinação de distâncias utilizando ângulos e as 

respetivas razões trigonométricas. 
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Como é habitual, no caderno de apoio apresentam-se alguns exemplos correspondentes 
a diferentes níveis de desempenho, como por exemplo (TRI11-9.1): 
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Ou (TRI12-9.2): 
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Depois da extensão das razões trigonométricas mais básicas a todos os ângulos convexos 
introduz-se a noção de ângulo orientado, a qual se relaciona com o conceito de rotação, 
enquanto  isometria de um plano. 

Deste modo, é de toda a conveniência relembrar o que acerca de rotações foi 
desenvolvido no Ensino Básico, nomeadamente no 6º ano. Para o efeito, para além do 
programa, pode consultar-se o Caderno de Apoio do 2º ciclo, texto relativo ao descritor 
GM6-9.18 e o Texto Complementar de Geometria, 6º ano, 9.13 a 9.19, no mesmo 
caderno de apoio. Recordemos então o que no programa do Básico dizia respeito à 
definição e propriedades básicas das rotações (GM6-9): 
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Como é óbvio, utilizando essas duas imagens é possível construir uma infinidade de 
aplicações do plano em si próprio que a cada ponto associem uma dessas imagens, 
arbitrariamente escolhida. 
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No 11º ano ainda não se formaliza inteiramente a noção de rotação com determinada 
orientação enquanto isometria de um plano, mas dá-se um passo nesse sentido, 
introduzindo-se a noção de ângulo orientado e distinguindo-se, ainda de modo intuitivo 
os ângulos com orientação positiva e negativa (TRI11-2). 

1.  Identificar «ângulo orientado» como um ângulo não nulo nem giro no qual se fixa um 
dos lados para «lado origem», designando o outro por «lado extremidade». 

Neste novo quadro reinterpreta-se a noção de rotação (TRI11-3): 
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Como foi observado no atrás referido Texto Complementar de Geometria, os dois 
ângulos que se utilizam para obter as imagens distintas de um ponto por rotações de 
um mesmo centro e ângulo partilham um lado (o que tem origem no centro de rotação 
e passa pelo ponto do qual se pretende determinar as imagens) e são adjacentes. 
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Assim, embora a orientação de ângulos apenas se aborde no Ensino Secundário do 
modo intuitivo expresso no descritor 2.2,  essa propriedade pode servir de base a uma 
definição rigorosa de “igualdade de orientação” de dois ângulos nos quais se distingue 
um lado origem e um lado extremidade, ou seja, de dois ângulos orientados (de acordo 
com a definição acima). 

Fica claro que a dois ângulos orientados adjacentes que partilhem o lado origem deve 
atribuir-se orientações opostas e, consequentemente, se o lado origem de um coincidir 
com lado extremidade do outro, deve considerar-se que têm a mesma orientação, já 
que também se pretende que tenham orientações opostas dois ângulos orientados que 
se definem escolhendo num mesmo ângulo diferentes lados origem, como é óbvio da 
ideia intuitiva que se pretende formalizar. 
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Desenvolvendo estas ideias, no Caderno de Apoio do 11º ano, num texto destinado aos 
professores (texto de apoio aos descritores TRI11-2.1, 2.2 e 3.1), esboça-se uma 
construção rigorosa da relação de “igualdade de orientação” de ângulos orientados de 
um dado plano, enquanto relação de equivalência com exactamente duas classes. 

Não é difícil estabelecer a ligação entre estes critérios rigorosos e a ideia intuitiva de 
orientação, que invoca o conceito de “movimentos de rotação” de semi-rectas, 
materializados nos movimentos imaginados dos ponteiros de relógios; com efeito, por 
exemplo, uma sequência de ângulos orientados com a mesma amplitude, tais que 
ângulos “seguidos” na sequência são adjacentes e partilham um lado que é extremidade 
do primeiro e origem do segundo, traduz de certa maneira um movimento de rotação 
em determinado sentido efectuado num número finito de passos “discretos”. 
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Ainda no mesmo texto do Caderno de Apoio do 11º ano relacionam-se estes “sentidos 
de rotação” com alguns conceitos astronómicos, justificando-se historicamente as 
designações “sentido directo” e “sentido retrógado” associadas ao sentido de rotação 
dos ponteiros de um relógio. 

Tendo-se associado os ângulos orientados a rotações de um plano, o passo seguinte na 
generalização do conceito de ângulo consiste em introduzir um novo conceito que 
traduza a ideia intuitiva de “ângulo associado a uma rotação” entendida agora como 
gerada por um “movimento”, na qual as imagens do pontos de determinado plano 
fossem obtidas por rotação de uma semi-recta em torno da origem mas podendo atingir 
ou ultrapassar a amplitude um ângulo giro. 

Note-se que já atrás encontrámos uma situação em que dois ângulos orientados 
distintos (nomeadamente dois ângulos rasos com orientações opostas) determinavam a 
mesma rotação. Ou seja, o facto de intuitivamente essa rotação poder ser gerada por 
dois “movimentos em sentidos opostos” não significa que se trate de rotações distintas, 
entendidas aqui como aplicações e não como movimentos. 

Com uma noção mais geral de ângulo, intuitivamente com amplitude podendo 
ultrapassar a de um raso, esta situação vai ocorrer numa infinidade de casos distintos. 
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Pretendemos então traduzir numa definição rigorosa a generalização do conceito de 
ângulo orientado como um objecto associado aos movimentos de rotação de uma semi-
recta em torno da origem, “sempre em determinado sentido”, que partam de 
determinada posição “origem”, atinjam determinada posição “extremidade”, e 
“percorram” uma sucessão de ângulos orientados de modo que dois seguidos sejam  
adjacentes e com a mesma orientação e que a soma das respectivas medidas de 
amplitude em dada unidade tenha determinado valor pré-fixado. 

Não é difícil concluir que para caracterizar um tal “ângulo generalizado” basta fixar um 
ângulo orientado e esclarecer quantas “voltas inteiras” no mesmo sentido pretendemos 
acrescentar a um dos movimentos que o ângulo orientado de alguma maneira 
representa. Reciprocamente, dado um movimento como os acima referidos, podemos 
retirar-lhe o número necessário de voltas inteiras para que sobre apenas um movimento 
percorrendo um ângulo orientado, portanto de amplitude inferior à de um ângulo giro, 
ou então o ângulo nulo.  
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A interpretação intuitiva do ângulo generalizado como o “resultado da rotação de uma 
semirreta em torno da respetiva origem, com determinada amplitude” não deve induzir 
o erro que consistiria em supor que dois ângulos generalizados com diferentes medidas 
de amplitude não podem determinar a mesma rotação, mesmo que estejam associados 
ângulos orientados de diferentes amplitudes. 
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Nesse sentido, pretende-se que os alunos reconheçam quais os ângulos generalizados que 
determinam uma mesma rotação (TRI11-4): 

Aqui “sentidos contrários” deve ser entendido, evidentemente, como um abuso de 
linguagem para “diferentes orientações” ou “orientações opostas”. Uma justificação desta 
propriedade encontra-se no Caderno de Apoio do 11º ano. 

Podemos agora estender aos ângulos generalizados as razões trigonométricas até agora 
estudadas. Para esse efeito começa-se por introduzir o “círculo” trigonométrico que é, de 
facto, uma circunferência, fixado um referencial ortonormado directo num plano, 
conceito que deve ser previamente definido e trata-se em primeiro lugar de efectuar essa 
extensão aos ângulos orientados (TRI11-5): 



Trigonometria e Funções Trigonométricas 



Trigonometria e Funções Trigonométricas 

Note-se que o reconhecimento pedido neste último descritor não pode ser, nesta fase, 
inteiramente formalizado, pois apenas pode basear-se no conceito intuitivo de orientação 
positiva ou negativa atrás introduzido; baseados neste conceito intuitivo, basta, para o 
efeito, reconhecer que num plano existe apenas um ângulo orientado com um dado lado 
origem e com dada amplitude. 

Podemos agora também estender a tangente e finalmente efetuar a extensão destas 
razões trigonométricas a todos os ângulos generalizados (TRI11-5). 
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Através dessa bijecção podemos agora, por composição, transformar as razões 
trigonométricas, entendidas como funções de ângulo generalizado, em funções reais de 
variável real. 

Tais funções não dependem do referencial ortonormado direto fixado, atendendo ao que 
atrás se viu acerca das razões trigonométricas de ângulos generalizados, mas dependem 
evidentemente da unidade fixada para as medidas de amplitude. 

De entre as funções que assim se podem definir privilegiam-se as que resultam de se fixar 
para unidade de medida de amplitude o chamado radiano. 

A definição de radiano depende essencialmente do conceito de comprimento de arco de 
circunferência. Embora este conceito não seja ainda inteiramente formalizado, no 
Caderno de Apoio do 11º ano (TRI11-6.1 e 6.2) sugerem-se algumas abordagens que 
poderão ser utilizadas com maior ou menor profundidade para o reconhecimento das 
propriedades inerentes à introdução desta unidade (TRI11-6):  
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1. Designar por «radiano» a amplitude de um ângulo ao centro de uma circunferência que 
nela determina um arco de comprimento igual ao raio e reconhecer que o radiano não 
depende da escolha da circunferência, aproximando o comprimento do arco de 
circunferência por comprimentos de linhas poligonais inscritas. 

Fixada esta nova unidade, introduzem-se finalmente as funções reais de variável real que 
serão doravante designadas por funções trigonométricas (TRI11-7): 
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Como já era habitual estudam-se as propriedades básicas destas funções e, em seguida, 
introduzem-se as respectivas “inversas” (TRI11-8): 

Como também já era habitual, abordam-se ainda neste domínio do 11º ano diversos tipos 
de problemas, envolvendo fórmulas trigonométricas, as chamadas equações 
trigonométricas, etc.  


